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AZ ORTHOGONÁLIS SUBSTITUTIÓ 
EGYÜTTHATÓINAK PARAMÉTERES ÉRTÉKEI. 
HUNYADY JENŐ 
r. tagtól. 
(Mint székfoglalót előadta a Il. osztály ülésén, 1889. április  15.) 
Az átmenet egyik te el  orthogonál koordináta-
e d e ől egy másik szintén orthogonál koordináta-rendszerre, 
ha mind a ettő e  a e dő t a ugyanaz, a et e ő egyen-
letek segítségével történik 
x = a1 x' + b1 y' + c1 z' l 
y = loiX' + b2y' + c2z' z = a3x' + b3y' + ~  
(1) 
melyekben x, y, z és x', y', z' egy és ugyanazon pontnak a koor-
dinátáit a két rendszerben jelentik, az av bv c1, ••• c3 együt-hatók pedig álandókat jelentenek. 
Ismeretes, hogy az orthogonál helyetesítés kilencz együt-
hatója nem független egymástól, hanem bizonyos megszorítások-
nak hódolnak, melyek a et e ő identitásból : 
x2 + y2 + 22 = x'2 + y'2 + z'2 (2) 
erednek, ha ebben az (1) alati helyetesítésekre vagyunk tekin-
tetel, mi által az elő  identitás a et e ő hat egyenletbe 
esik szét: 
?iI. T. AK, ÉRT. A ?tIATH. TUD K0RÉBÖL„ 1880. XIV. K, ~ . 1 
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b1c1 +h!i!c2+b3C3=Ü l 
a1 c1 +a2c2 + a:ic3 = 0 a1b1 + a2b'2 + a3b3 = 0 
(3) 
(4) 
Az orthogonál helyetesítés együthatói közöt a (3) és (4) 
alati egyenleteken kívül még egyéb nevezetes egyenletek ála-
nak fenn, el e ől e elő e csak annyit akarunk megjegyezni, 
hogy ezek nem mint a (3) és (4) alatiak, hogy egymástól függet-
lenek, hanem elle e őle  mindannyian a (3) és (4) alati egyen-
lete ől következnek. 
Miután az (1) alati helyetesítés kilencz együthatója csak 
annyiban választható szabadon a mennyiben azt a (3) és (4) 
alati feltételi egyenletek által szabta megszorítások engedik, 
azért az (1) alati helyetesítés kilencz együthatója közül csak 
három választható szabadon, a t ale ő hat pedig a (3) és (4) 
alati e e lete ől az adotak függvényeiben e e ető  mely 
viszonyoknak felderítése a mathematikusok figyelmét az ortho-
gonál helyetesítés együthatóinak meghatározására terelte, így 
el ő sorban Eulernek köszönünk l e  vizsgálatokat. 
Euler az orthogonál helyetesítés együthatóinak három-
féle meghatározását hagyta reánk. Euler*) el ő meghatározása. 
(Introductio in analysin infinitorum;> czímü munkájában, a má-
sodik pedig a szentpétervári akadémia kommentárjaiban jelent 
meg. Euler ezen e e  az orthogonál helyetesítés kilencz 
együthatója három paraméter által van kifejezve, de nem raczió-
nálisan. 
Euler**) egy másik értekezésében, mely szintén a pétervári 
akadémia kommentárjaiban jelent meg, a szóban forgó kilencz 
':') Introductio in analysin infinitorum T. II. p. 369. Novi Com-
mentari academüe scientiarum imperialis petropolitanre T. XX. «Nova. 
methodus motum corporum rigidorum determinandi» pp. 208-238. 
':":') Novi Comm. acad. scient. petrop. T. XV. (pp. 75-106.) •Prob-
lema algebraicum etc. etc.» p. 101. 
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együthatót, mint a p, q, r, s paraméterek raczionális függvényét 
fejezte ki deductióinak minden további közlése nélkül. 
Euler ezen utóbb említet képleteit, anélkül, hogy azokat 
Euler ől ismerte volna Rodrigues 1) vezete le, Eulernek az it 
második sorban felemlítet vizsgálataiból indulván ki. 
Rodrigues után Cayley2) fogot az idézet Eulerféle kép-
letek levezetéséhez; a problémát a maga általánosságában n ha-
tározatlan számL1 változóra determinánsok segítségével az ezen 
nagy mathematikustól megszokot elegancziával oldota meg s 
eredményeit a Crele-féle mathematikai Journal 32. kötetében 
tete közzé. 
Euler vizsgálatainak megjelenése után Monge3) fogot a 
szóban forgó probléma megoldásához s nevezetesen az a1, b2, e~ együthatók által fejezte ki a t ale ő hatot. 
Végre Hesse 4) fejezte ki az orthogonál helyetesítés együt-
hatóit hat paraméter által, melyek közül hármat álandónak, 
hármat pedig változónak kel tekintenünk s eredményeit Crele-
féle J ournal 63. kötetében minden levezetés nélkül, azzal együt 
pedig a Schlömilch-féle Zeitschriftban tete közzé. 
Az ide vonatkozó irodalom tanulmányozása következtében 
egy módszer ut.án vágyódtam, el ől minden ismeretes para-
méter elő ll t  a még számtalan sok lehetségessel együt egészen 
e tet  eljárás által adódjék ki. 
E sorok tartalma a szem előtt lebeget módszer részletes 
kifejtése, előtt azonban erre átérnék czélszerünek vélem a 
felsorolt értekezéseknek ide tartozó lényeges részét rövid vázlat-
ban ecsetelni. 
1) J. Lionvile Journ. d. math. p. et appl. T. V. (pp. 389-440.) 
•Des lois géométriques etc. etc.» p. 405. 
2) Crele: Journal f. r. u. a. Math. XXXII. köt. «Sur quelques 
propriétés des déterminants gauches» pp. 119-123. 
3) Mémoire de l'academie des sciences de Paris, année 1784, p. 154. 
(L. e tekintetben Hesse értekezésében Crele J. f. r. u. a. Math. Bd. 
LXIII, 247. 1. a ':') jelölt czitátuniot.) 
4) Crele-Borchardt: Journal f. r. u. a. Math. LXIII. köt. •Trans-
formationsformeln für rechtwinklige Raumcoordinaten.» 247-251. 11. 
és Schlömilch Zeitschrift, f. M. u. Ph. Jhrg. XI. • Vier Vorlesungen aus 
der anal. Geometrie» 387-396. 11. 
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I. 
AJ Euler képleteinek I. és II. rendszere. 
1. El ő sorban. Euler azon képleteit vezetjük le, melyek 
(Introductio in analysin infinitorum»  munkájában jelen-
tek meg. 
Legyen 0 XY Z és 0 X' Y' Z' két orthogonális koordináta-
rendszer, melyeknek közös e dő t  O-ban mn. A két koor-
dináta-rendszer viszonylagos helyzete a et e ő adatok által 
van meghatározva: ú. m. azon szögök által, melyet az XY és 
X' }' síkoknak OX1 metszés-rnnala képez az OX, lletőle  OX' -tengelyekkel, valamint az XY és X' Y' síkok hajlás szöge által. 
Az XOX1 = </; szögnek forgási irányát ugyanazon értelemben veszszük, mint a milyenben a pozitiv DX-tengelynek forognia 
kel, hogy az 90° át a pozitív GY-tengely helyzetébe jusson. Az 
XO l' és XO' Y' koordináta-síkoknak /} hajlását pedig ugyan-
azon értelemben veszszük, mint a milyenben a pozith-0 Y-ten-
gely 90° át a pozitív OZ-tengely helyzetébe jut; végre az 
X1 O.X .. '= cp szög forgásának iránya a cp szögével ugyanazon érte-lemben ee dő. 
Ezen jelöléseket szem elöt tartva, könnyen belátható, hogy 
az OXYZ koordináta-rendszer az OX' Y' Z' koordináta-rendszer, 
helyzetébe a et e ő három parcziális forgás által jut : 
a) Az OXTZ rendszert az OZ-tengely körül úgy forgatjuk, 
hogy az OX-tengelyt az elöbb említet értelemben cp szöggel for-
gatjuk, mi által az DX-tengely az OX1-metszés-íonal helyze-
tébe jut. 
b) Az XY-síkot OXu mint forgás-tengely körül forgatva a 
X' Y' -síkkal összeeséshez hozzuk, mely forgás által az OZ-ten-
gely az OZ' tengely helyzetébe jut. 
e) Végre az OX1-tengely az OX'-tengely helyzetébe jut, ha az OX1-tengelyt OZ' körül az a) alati értelemben <p szöggel 
forgatjuk. 
Ezen egymásután et e ő transformátiók által a térbeli 
transformátio-probléma, vissza van vezetve három síkbeli trans-
formátiora; ugyanis az a) alati forgatás következtében az 
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OXYZ e d e ől átmegyünk az OX1Y1 rendszerre s miután 
ai OZ-tengely ugyanaz marad, a transformácziónál csak x és y 
változik, ez pedig : 
x = x1 cos ej; -y 1 sin ej; l 
y = x 1 sin ej; + y 1 cos ej; f (1) 
Továbbá a b) alati forgatásnál az OX1-tengely ugyanaz 
marad, de az OZ és OYi-tengelyek átmennek lletőle  
OY2-tengelyekbe, ha pedig ezen tengelyek síkjában a pont koor-
dinátáit z;, y2-vel jelöljük, akkor 
y1 = Jh cos !J -z' sin 8 l 
z = y2 sin IJ + z' cos [} f (2) 
végre a e) alati forgatás által az OZ'-és OY!!-tengelyek átmen-
nek OX'-, lletőle  01"-tengelyekbe, mely utóbbi tengelypár 
síkjában a pont koordinátait x', y'-nal jelölve a et e ő egyen-
letek álanak : 
x1 = x' cos cp-y' sin cp } y2 = x' sin cp + y' cos cp (3) 
Az (1), (:2) és (3) alati hat e e let ől az X p y 1 és y 2 kiküszö-
bölése szolgáltatja az Euler-féle transformátió-képletek I. rend-
szerét, mely a et e ő  
x =(cos ej; cos cp-sin ej; sin cp cos 19) x' -
-(cos ej; ~~  sin ej; cos cp cos 19) y' + 
+ sin ej; sin ~ • z' 
y = (sin ej; cos cp +cos</; sin cp cos 8) x' -
- (sin cp sin cp - cos cf; cos cp cos 19) y' - (4) *) 
cos cjJ sin 8 . z' 
z = sin cp sin tY • x' 
+ cos cp sin !} . ?/ 
+ cos ,9. z' 
':) It, valamint a et e ő e  felteszszük, hogy az OXYZ és 
OX' Y' Z' koordinátarendszerek ugyanazon tel e  (gleich stimmig). [Lásd 
Joachimsthal: Anw. d. Dif. u. Integr.-Rechnnng a. d. alg. Theor. d. FI. 
u. Curv. ·dopp. Krmm. Leipzig 1872. §. 30J. 
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·2. A koordináta·transformátió, képletek II. rendszere, melye-
ket Euler a szentpétervári akadémia XX. kötetében álítot fel 
a et e ő  : 
Ha ugyanis az OXYZ rendszer OX, OY, OZ tengelyeit 
az OR rotátió-tengely körüli <p forgatás által hozzuk az OX' Y' Z' 
rendszer OX', OY', OZ' tengelyeinek helyzetébe, akkor ha azon 
szögeket, melyeket az OB-forgástengely az OX, 0 Y, OZ ten-
gelyekkel képez a, ,8 r-val jelöljük, a et e ő transformátió 
képleteink vannak : 
x = { cos2 a + sin 2 a cos \0) x' + 
+ {cos a cos p ( 1- cos \0) - cos r sin \0) y' + 
+ (cos a cos r ( 1- cos \0) + cos ,:1 sin (L)} z' . 
y = {cos a cos (J ( 1 -cos 9) + cos r sin 9; x' + 
+ {cos2 P' + sin2 fJ cos 9)· y' + (5) *) + (cos fJ cos r ( 1- cos \0) - cos r1. sin 9) z' 
z = (cos r1 cos r (1 - cos ~  -cos /1 sin 9} x' + 
+ (cos /1 cos r (1 - cos 9) +cos(/. sin $0) y' + 
+ {cos2 r + sin2 r cos 9) z' 
B ) Euler képleteinek III. rendszere. Cayley levezetése. 
3. Ha az x, y, z és x', y', z' mennyiségeket a et e ő e  
fejezzük ki az u, v, w mennyiségek által: 
x =a1·u+{J1v+r1w) 
y = a2 u + fl2 v + r2 w 
z = r.i3 u + ("13 v + r3 w 
x: = a1 u + 0.2. V + a3 ~ ) y = fJ1 u + f12 v + /l3 w 
z' = ri u + r2 v + ra w 
( 1) 
(2) 
akkor ha az ( 1) és (2) alati egyenletrendszerek közös determi-
nánsát, L/-val és ebben ai, t3i, n elemek együthatóit Á i , B i , 
Oi·vel (i = 1, 2, 3) jelöljük, az (1) és (2) alati rendszernek meg-
oldása a et e ő egyenletekrn vezet : 
*) Novi, Comm. acad. scient. Petropolitanre T. XX p, 220. 
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L1u = A 1 x + A2 y + A3 z ) 
L1v = B1x + B~  + B:;iz 
L1w = 01x + G,_y + 03z 
L1u = A1 x' + B1 y' + 01 z' l L1v = A2x' + B,_J/' + 02z' 
L1w = A:;ix' + B:iy' + 03z' 
el e ől ezen egyenletek következnek : 




Ha pedig ezen egyenletrendszer egyenleteit rendre sokszorozzuk: 
a1' flu ri-gyel ) 
a'!., .ti'l, r 2-vel 
a3, {13, ra-mal 
€s mindenkor összeadjuk, akkor találjuk : 
L1x = (a1 A1 + {31 A2 + r1 A3) x' + + (a1 B1 + fl1 B2 + r1 B a) y' + + (a1 01 + fl1 02 + r1 03) z', 
L1y = (a2 A1 + fl2 A2 + r2 Á3) x' + + (a'i! B1 + fl2 B~ + rct Ba) y' + (6) + (a2 01 + {:lq_ 0 2 + r2 03) z', 
L1z = (a3 A1 + {3 A2 + r:i A3) x' + + (a3 B1 + {13 B2 + T3 B 3) y' + + (a3 01 + {J3 0 2 + T3 Oa) z'. 
€s ha ugyancsak az (5) alati rendilzer egyenleteit sokszorozzuk 
r1.1, a2, a3-mal 
{31' (J2, P'3·mal 
r1' r 2 1 ra·mal 
s összeadjuk, akkor pedig a et e ő egyenletekre jövünk: 
Jx' = (a1 A1 + a2 B1 +as 01)·x + + (a1 A':l + a2 B'!l + aq 02) y + + (a1 As + a2 B;i +as Os) z, 
!ly'= (/31 A1 + /32 B1.+ /Js 01J x + + (,g1 A2 + (:12 B2.+ /:{ 02) y + (7) + (/11 A3 + /12 Bs.+ /1:-i Osl z, 
Llz' = (r1 A1 + r2 B1 + r:-i 01) x + + (11 A2 + r2 B2 + r:-i 02) y + + (r1 As + r2 Bs + r:-i 03) z. 
Ha továbbá a (6) és (7) alati rendszerekben. az % /3i, n 
(i = 1, 2, 3). mennyiségekre nézve még a követke_2;Ö feltevéseket 
teszszük: 
akkor, mivel akkor: 
a1 = /12 = r:-i = 1 
r2 = -/J3 
"-3= -r, 
/11 = -a2 
(8} 
"-1 A1 + /J1 A2 + r1 A3 = A1 -a2 A2 -a:-i A3 = 2A1 - L1 
a1 B1 +Pi 132 + r1 Bs = B1 - a~ B2 -as Bs = 2H1 
111 01 + /31 02 + r1 0"' = 01--: a2 02 -a:i O:i = 201 
stb. stb. 
. . a (6) és (7) a1ati rendszerek a et e ő e mennek át: 
Llx = (2A1-J) x' + 2B1y' + 2C1z' ) '1y = 2A2x' + (2B2 - LI) y' + 202z' 
./Jz = 2A3x' + 2Bsy' + (2001-Ll)x' 
Llx' = (2A1-Ll)x+2A2 y + 2A:-iz ) 
Lly: = 2B1 x + (VJ.B1,-L1) y + 2B3z 
LÍZ = 201 X + 20'2y + (20s - '1) Z. 
s ha végre még 
r'il=-,0s= J.) 





akkor az orthogonális substitutió a1, b1, •••• c3 együthatóinak · értékei ezek: 
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a hol 
J.µ-v 
2 N ' 
J.v + 11 2 N 
OJ. J.µ+v - N ' 





- N ' 
1-).2-µ2+v2 
N 
C) Monge képletei. 
(12) *) 
4. Monge képleteit levezetés nélkül tete közzé, levezetésük 
különben semmiféle nehézséggel nem jár. It azoknak a szokot. 
levezetéseknél pontosabb levezetését t t  ki czélul. 
A bevezetésnek (1) alati orthogonál helyetesítés kilencz. 
együthatói közöt a (3) és (4) alati feltételek álanak, e kilencz. 
együtható közöt azonban még más nevezetes egyenletek is ála-
nak, melyek közül el ő sorban a et e ő et említjük fel: 
a2 + b2 e~  1 1  1  1 
a~  bi e~  1 
a2 + b2 + c2 = 1 3 3 3 
a'! a3 + ~ b3 + c2 c3 = 0 l 
a1 03 + b1 b3 + C1 ~ =  
al 02 + b1 b'! + C1 C2 =  
(1) 
(2) 
Miután pedig a két orthogonál-rendszerröl feltesszük, hogy 




~ c'1 = + 1 
b3 e 3 
a1 = ~ c3 - b3 c>i stb. stb. 
*) Lásd Cayley az i. h. 121. 1. 
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Monge az orthogonál helyetesítés av b2, c3 együthatóiból határozza meg a többieket; A b3 és c2 együthatók meghatározása czéljából még a et e ő egyenleteket vezetjük le. A (3) alati 
e e let ől következik : 
(4) 
-és innét még : 
(5) 
'Továbbá a két utolsó (1) alati és a bevezetés el ő (3) alati 
e e let ől a et e őt nyerjük: 
~  1 a ~ ~ (6) 
Az utolsó két e e let ől b3 és c2 meghatározható; amint 
·ezen egyenletek e e et ől e et  ~ és e; a et e ő 
másodfokú egyenletnek: 
z2- (1 + ai-b:-e~  z + (b2 c3 - a1 )2 = 0 (7) 
.a gyökei, melyet z szerint megoldva és a et e ő jelöléseket: 
1-a1 + b2-c3- B (8) 1 + a1 - b2-c3= A / 
1 - a1 - b2 + C3 0 1 + a1 + b2 + c3 _ D 
bevezetve találjuk, hogy 
b2_ 3- 1 + a ~ ± V ABOD 2 
1 + ai-~ -e~ i= V ABC J) ci'= _______ 2______ (9) 
:a hol a el ő és alsó elő ele  egy·egy értékrendszert szolgáltatnak. 
A (8) alati identitásokat a et e ő relátió  össze: 
A+B+ O+D=4, 
továbbá könnyen találjuk, hogy: 
BO + AD = 2 ( 1 + ai-bi-e~  j 
OA + BD = 2 (1-ai ~  
AB+ CD -2 ( l -a;-b: + e~  
(l 0) 
(11) 
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·éS 
BO -AD = 4 (b-J. c3 - a1) l CA-BD = 4 (c3 a1 -boi) AB-CD= 4 (a1 b'1.-ea) (12) 
A (9) alati képleteknek a Monge-féle alakot adhatjuk, ha 
megjegyezzük, hogy a ( 11) alati identitások elsejénél fogva 
1 + 2_b'!-2_ BC+AD a1 '! C3 - 2 
s ezen értéket a kérdéses képletekben helyetesítjük, mi által 
Mok a következökbe mennek át: 
b'!-(YBO± VAD)2 3 4 
c<t-(VBO:r V AD)rt ' 4 
.a honnét 
b;i= ± VBO±VAD 2 
VBCi= VAD (la) Cci= ± 2 
it a külsö elöjelekre nézve ismét az elöbbi szabály jut érvényre, 
hogy t. i. a felsö elöjelek és az alsó elöjelek öszszetartozók, minek 
kritériumát a (4) alati egyenlet szabja meg. 
A következö röviditet jelölések: 
V'BC =a 
VOA = r9 
VAB=r 
VAD= a') y' BD = r9' 
VCD =r' 
(14) 
használata melet a (4) és (6) alati egyenleteket a et e ő 
-értékrendszerek elégítik ki: 
-b;i = f (a+ a'), f (a-a'), -f (r.t +a'), - i (a-a')} 
c2 = i (a-a'), t (a+ r/), -i (a-a'), - i (a+ a') (lS) 
fi. Hasonlóképen találjuk a (8) és (14) alati jelölések figye-
lembe vétele melet c1 és a11-ra valamint a2 és b1-re nézve a kö-
et e ő értékrendszereket: 
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C1 = Í ({J + fJ'), Í-(13 - (J'), -f (/] + /l'), -Í-(}-fJ') } 
a3 = t (19-1'), t (r1 + fJ'), -t ((i-(3'), -t (,3 + 1n (l6} 
és 
a2 = { (r + /), {-(r -r'), -{-(r + r'), -~ (r -r')} 
b1 = ~ (r -r'), t (r + r'), -t (r -r'), -t (r + r') (l 7) 
A (15), (16) és (17) alati rendszerek közül mindegyik 
négy-négy értékrendszert foglal magában, ől azon következ-
tetésre juthatnánk, hogy a bevezetés (3) és (4) alati egyenletek-
nek annyi megoldás felel meg, mint a hány csoportosítást a 
(15), (1G) és (17) alati rendszerek megengednek, tehát összesen 
hatvannégy megoldás. Hogy ezen a prioristikus következtetés 
nem felel meg a valóságnak annak a kritériumát a bevezetés 
(3) és (4) alati egyenletei szabják meg. A dolgot e tekintetben is 
egészen behatóan vizsgáltam meg, mely vizsgálat eredménye az, 
hogy a bevezetés (:3) és (4) alati egyenleteit összesen nyolcz'rend-
szer elégíti ki, mely a et e ő : 
a, t (r-r') t (/1 + (J') 
t Cr .+ /) 
b2 
-}(a-a') 
t (/1-/) lf (a+ a') 
e 3 
a1 - t (r + r') -t (} -}') l 
-t<r-r') ~ tea+ r/) 
-tCB+/3') f(a-r/) Ca 
a, -t (r + /) t (/3 -/1') l -f(r-r') ~ -i(a + r/) t Vl + /]') -f (rt - r/) Ca 
a1 t<r + r')-i-((1-(1')) tCr-r') b'}, -tCa+a') 
1 :i ,.)' J 1 • - Cj(/.J- 1J -2 (a-f1) Ca 
(/ 1 t (r + /) t ctJ-.n 
t <r-r'> b2 f (o + r/) 
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01 -t(r-r')-i(1i + fl') 
- {-(r + r') b'l t (a - a') 
-Í (fJ-1i') t (r1. + a') C:-i VI. 
ai -t<r-r') t<p>+fl') 
- {-(r + r') b'l -t (r.L - a') 
Í(:9-fl')-i(a+a') c3 
VII. 
ai t (r -r') -t (1 + fJ') 1 Í (r + /) b2 -i(a-a') 
-t(S'-fl')-{-(a +a') C:-i • 
vm. 
Legczélszerübb rnlt a hat együtható értékét az a1, b2, C:-i együthatókkal együt quadratikus sémába elhelyezve felimi, 
miután így a legjobban tünik ki azon e e  szabály, mely 
szerint a nyolcz séma utolsó bét sémája az (I) alati fö·sémából, 
mely a substitutió-együthatók föértékét tartalmazza., keletkezik. 
A (Il) (Ili) és (IV) alati sémák az (I) alatiból erednek, ha 
ebben az el ő sort és oszlopot, lletőle  második sort és oszlopot, 
vagy harmadik sort és oszlopot a negativ egységgel szorozzuk, 
az (V), (Vl), VIT és VID alati sémák pedig az (I), (l), (il) és 
(IV) alatiakból a sorok és oszlopok felcserélése által keletkeznek. 
D ) Hesse képletei. 
6. Ha a sík tet őle e  pontjának homogén koordinátáit 
.x, y, z-vel, a sík tet őle e  egyenesének homogén >onal-koordi-
nátáit pedig u, v, w-vel jelöljük, akkor az x, y, z pont egyenlete 
a et e ő : 
x u + yv + z w = o, 
vagy a et e ő symbolum: 
xu+yv+ zw- W 
használata melet a kérdéses pont egyenlete : 
Jr = 0 
Az Xi , Yi , Zi pont egyenletét a et e ő jel ölés melet : 
-egyenlet fejezi ki. 
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Ha az Xi, !fi, Zi (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) pontok ugyanazon kúp--
szeleten fekszenek, akkor azt a et e ő egyenlet: 
1 x2 Yi z'I. Y1Z1 X1 Z1 X1Y1 ~ 1 ~ z'2 ~  ~ ~ . ~ Y2 
j ~ '! Y5 z2 y3z'il X:iZ3 ~ a (6)-3 =Ü x'I. ~ z2 Jf4Z4- x4-z4- X4-Y4-4- 4 
x2 5 7'* .Ti, z'I. 5 Y5Z5 X -Z-;) :) X5y5 x2 • 6 ~ z2 6 YsZ6 x6z6 X6Y6 
fejezi ki, a kérdéses hat pont egyenletei pedig, az (5) alati jelö-
lést szem előtt tartva, a et e ő : 
w1 = o, ~ = o, w.3 = a, w4 = o, W5 = o, W6 = o (7} 
7. A (6) alati egyenlet átalakítása által a kúpszeleten e ő 
hat pont feltételi egyeqletének l ő alakokat adhatunk;. 
czélunknak e elelőle  azt majd többféleképen alakítjuk át: 
a) Ha a (6) alati determinánsban az oszlopokat rendre 
u2 v2 w2 2vw 2uw 2uv-
vel sokszorozzuk és a második oszlophoz adjuk, akkor a (4} 
alati jelölés tekintetbe vételével a (6) alati egyenlet a követ-
e ő alakot veszi fel : 
x2 w2 z2 Y1 Z1 X1Z1 X1Y1 
1 
1 1 l 
x2 W,i z'I. Y2Zai, X2Z'! X2Y2 2 2 2 1=0 x2 w: z2 yp,Z3 X3Z:i X3y3 (A) 3 3 x2 w2 z2 Y4Z4 X4Z4 X4 Y4 4 4 4 
x2 ~ z2 y5Z5 X5Z5 X5y5 5 " 5 x2 6 W'I. 6 z2 6 Y6Z6 X5Z6 x6y6 
b) Ha továbbá a (6) alati determinánst úgy alakítjuk át, hogy-
annak w-, lletőle  v-val szorzot harmadik és negyedik oszlopát. 
az u-val szorzot ötödik oszlopához adjuk, akkor az a et e ő e  
megy át: 
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x2 Yi z2 Y1Z1 Z1 Wl X1Y1 1 1 1 
x'I- ~ z2 ~  :'! z2 W'! t ~ 1 2 ! 
x2 ~ z'!. Y:iZ3 Z3 W3 X:1Y'c! = 0 ( B)' 3 3 
x2 'IJ2 z2 y4Z4 Z4 W.i, X4y4 4 • 4 4 
~ ~ ~ Y5Z5 Z5 W.s X5y5 " " 
1 ~ y2 6 z"-6 Ys'!s Zs W6 XsY6 
e) Ha pedig a (6) alati detarminánsban a  v-vel szorzot má-
sodik oszlophoz a w-, lletőle  u-val szorzot negyedik és hatodik 
oszlopot adjuk, akkor lesz: 
x2 1 Yi W1 z2 1 Y1Z1 X1 Z1 X1Y1 
xi Y2 TV'l z:l '!l ~ XqZ-t X2Y2 
~ Ys W3 z2 YsZ3 X3Z3 X:iY:i =Ü (C) 3 x2 Y4 Wi ~ Y.i.Z4 X4Z4 X4?f.i. 4 4 
x2 5 Y5 W5 ~ " y5Z5 X5Z5 X5y5 x2 • 6 YG JV6 ~ 6 !/s Zs X5Zs XsYs 
d) És ha végre a kérdéses determináns w-vel szorzot ötödik 
oszlopához annak u-, lletőle  v-vel szorzot el ő és hatodik osz-
lopát adjuk, akkor a (6) alati egyenletet, a et e ő alakban 
nyerjük: 
x2 1 YI z'il 1 Y1 Z1 X 1 W1 X1Y1 
x2 2 ~ z2 2 Y2Z2 x2Woi X2Y2 
x'il ~ z2 Y:iZ., X3 W3 X:iY:i =Ü (DJ 3 3 x2 Y: z'2 y„z„ X.i. W4 X4y4 4 4 
~ ~ ~ y5Z5 X5 W5 X5y5 " 0 x2 6 ~ z2 6 YsZs Xs W6 YsYs 
8. Ismeretes, hogy a kúpszelet bármely pontjának homogén 
koordinátái egy változó paraméter másodfoku függvényei által 
e e ető  ugy hogy 
X = T1. ).2 + S1 ), + t1 ly = r2 }. 2 + s'! }. + t2 
Z = 1"3 J.2 + S3}. +tg (8)· 
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a hol egy és ugyanazon kúpszeletre nézve r1, s1, t1 sat. álandók, ). pedig változó, úgy hogy ). pontról-pontra változik. 
A miként a (8) alati egyenletekben az álandóknak más és 
más értékeket adunk, akként nye1jük a sík l ő kúpszeleteit, 
ha tehát az álandóknak a et e ő értékeket adjuk : 
1'1=1, s1=0, 
r2 = 0, s11. = 1, 




a (8) alati egyenletek a et e ő e mennek át : 
x = ).2) y =J. 
z = 1 
el e ől a kúpszelet egyenlete: 
xz-y2 = 0 
Legyen a (9) alati kúpszelet hat pontja: 
Xi, yi, Zi ••• (i= 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
(9) 
(10) 
az ezeknek e elelő paraméterértékek pedig ).i (i = 1, 2, .. 6), 
akkor a (9) alati egyenleteknél fogva : 
Xi = ).'l) 
Yi = ;.: (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
Zi = · 1 
(11) 
9. Ha most az (A), ( B ), ( 0 ) és ( D ) alati azonos egyenletek-
ben Xi, Yi, Zi ( 11) alati értékeit helyetesítjük, akkor azon egyen-
letek a et e ő e mennek át : 
1 Wi l ).1 J.i ).3 .~ 1 W'l 1 ).'!. ;.; ~ ~ 2 w2 1 J.3 ).2 .~ ~ 3 3 =Ü (A') w11 J.4 .~ J.! J.f 4 
~ 1 J.5 .~ Ai .~ " '5 " w2 1 ).6 .~ .~ '4 6 j,6 
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1 w, i. 1 .~ ).3 ·4 J /,1 w2 1 }."!. )'l ·2 )3 ·2 J.t 
Wg 1 ).3 .~ ·3 ·4 1.3 /.3 =Ü (B'J IV4 ).4 i'l ) 3 J.! '4 '4 TV. ).5 ;:i. ).3 .~ " ·5 " " 1f16 }.6 .~ /l .6 l! 
1 ).1 TV, 1 i.J i.i .„ /.'1 i.f 
1 i.q_ w2 1 ),'l .„ ;,:i ).4 12 ' 2 2 
i.3 TV3 i.3 .~ ·3 ·4 .~ /.3  ( C') ).4 Wi, ).4 •C) ;:i l! 1._;: '4 
1 i.:; w A:; .~ ;: .~ " " " " ).6 w6 ).6 ~ ;:i '6 .~ 
·2 TVI i.1 '" ., i.f 1 /,1 1.;1:1 '" TV"!. }.i!. )'l ·3 .~ ':/. 1.2 .~ 
~ JVl ).3 ·;) j3 .~ . ~ s =Ü (D' J )'l w i4 .~ ).3 ·4 '4 4 '4 /.4 
1 .~ w. 1 ;,5 ):2 .~ .~ " .) .~ " ·2 TVr, l ;6 .~ .~ ).4 /.6 6 
Ha továbbá: 
1 i.1 ).i ;,:-i ·4 ).f 
1 
·1 /.1 
J 1 )."!. .~ .~ .~ .~ 
Í.3 .~ ;s .~ .~ 1 ·3 n (12) 
).4 ~ •3 ·4 21 -·4 1.4 1.4 
1 i5 .~ .~ .~ y1 0 " " " }.6 •O) ):'! .~ J.5 /.6 '6 '6 
CJ.2-l1l U.s- J.,) (i4-J.1) (}.5-i-1) U.s-21) ="11 
(). J - )2) ().3 - 12) (i.4 - ;,2) ().5 - lq_) (i.6 - }.'.!) = ;r2 
U.1- ls) U.2- lg) ().4-·J.sl (J.5-?·3) Us-i·:i) = 7'3 (13) U1 -J.4) 02 -l4) O.:i -i.4) ().5 - ?.4) U.s --;,4) = J!'4 
0.1 - J.5) U·2 -J.5) 0.:-i -J.,) (),4 - J.5) O.s - ;,5) = r5 
0.1 - }.G) (J.,2-Jr;) O;:-)61 Or, -)r.) (\-)(j) = ;:-(j 
M. TUD. AK. i:RT. A MATH. TUD. KÖR BŐL. 1889. XJV, K. 2. SZ. 2 
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akkor a (A') alati egyenlet determinánsát az el ő oszlop szerint 
kifejtve az a et e ő e megy át : 
17 ~ + n ~ + r w2 + !_ w2 + r w1. +!__ w2 = o 
~ 1 ~ - ~ 9 ~ ' ~ 6 ~ 6 
vagy még ezt 1/-vel osztva: 
w2 w2 w2 w2 w2 woi _ 1 + - 2 + - 3 +-'+ - 5 + - 6 =Ü (14) 
i71 rr2 í7;{ í.:"4 1.3 ' s 
Hasonló felbontások által a (B'), (O') és (D') alati egyen-
letek a et e ő e mennek át : 
10. Miután a (15) alati egyenletek a W1, ••• H'6 mennyi-ségükben lineárisak, a (14) alati egyenlet pedig ugyanazokban 
másodfokú, úgy ezen egyenletek a térbeli geométria transfor-
mátió problémájára emlékeztetnek, a mely problémát algebrailag 
a et e ő e  fogalmazhatj11k: 
"Kerestetnek azon lineáris helyetesítések, melyekben há-
rom ő változó három független változó által úgy -rnn kife-
jezve, hogy azok a ő változók négyzeteinek összegét, a füg-
getlen változók négyzeteinek összejébe transformálják." 
Ha 
(16) 
tétetik, akkor a (14) és (15) alati egyenletek a et e ő e 
mennek át: x2 +y2 +z2 = x'2 +y'2 +z'2 (17) 
.AZ ORTH. SUBSTITUTIÓ EGYÜTTHA.TÓINA.K PA.RA.MÉTERES ÉRTÉKEI. 19 
használjuk: 
'l (15)(16) (42)(43) 
ai = (45)(4-6) · (12)(13)' 
" (25)(26) (41)(43) 
.ci2= (45)(46) . (21)(23) ' 
2 - (35)(36) (41)(42) 
a~ - (45)(46) · (3\)(32) ' 
G) (14)(16) (52)(53) 
bí = (54) (56) . (12) (13) ' 
'l-(14)(15) (62)(63) c1 - (64)(65) · (12)(13) ' 
b2 = (24) (26) . (51)(53) ' 
2 (54)(56) ~  
" (:24)(25) (61}{63) c;z= (64)(ti5) · (21)(23) ' 
G) (34)(36) (51)(52) ~ = (54)(56) . (31)(32)' 
-2 - (34)(35) (61)(62) 
~ (64)(65). (:11)(32)' 
( 19) 
a mely e e lete ől még utólagosan bebizonyítandó, hogy a be-
vezetés (3) és (4) alati egyenletrendszereit kielégítik. 
Hesse azon paradoxont, hogy az orthogonális substitutió 
együthatói három tet őle e  paraméter által elő ll t at  ho-
lot it hat paraméter által vannak kifejezve úgy magyarázza 
meg, hogy kimutatja, ha a hat paraméter közül háromnak 
álandó értéket tulajdonítunk és csak a másik hármat változtat-
juk ép úgy nyerünk mindenfele gondolható substitutiót, mintha 
mind a hatot >áltoztatjuk, mire nézve magára az értekezésre 
utalunk. 
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A dolog t. i. úgy ál, ha a két tengelyrendszer hat tengelye 
közül mindegyiknek egy-egy paraméter felel meg, úgy világos„ 
hogy arra, hogy valamennyi transformátióra jöjünk nem szük-
séges, hogy mind a két koordináta-rendszert változtassuk, hanem 
elégséges, ha csak az egyiket változtatjuk, a másikat pedig álan-
dónak hagyjuk meg. 
I. 
Azon módszer kifejtése, el ől az elő e  következnek_ 
11. Az iten e te dő módszer a maga lényegében a követ-
e ő kérdés eldöntésén alapszik. 
Ha a f, lJ• (mennyiségek a e, 711, (' mennyiségeknek egé-
szen tet őle e  lineáris függvényei, úgy hogy: 
f = ri1 ~  + 131 1' + ri ;' !
71 = a2 f' + ~ 1' + r2 ( 
ú =as ~  + f3:i 1' + r?. (' (1} 
a1, f31, ri.--· r3 alat tet őle e  álandókat értvén képesek 
vagyunk-e? l, m, n; l', m', n' álandókat úgy meghatározni, ha l ;=lx ~ J l  :;=nz f' = l'x' l 71' = m'y' (' =n'z' (2} 
hogy x, y, z és x', 1/, z' két összetartozó orthogonális értékrend-
szert, constituáljon. 
Az (1) és (2) alati kilencz e~ e let ől a f, l), (; ~  711, (' 
mennyiségek kiküszöbölése a et e ő egyenletekre vezet: 
(:3} 
':') A tet őle e  szó it csak izon értelemben ee dő  hogy «111eq 
nem határo:ot. n 
AZ ORTH. SUBSTITUTIÓ EGYÜTTHATÓINAK PARAMÉYERES ÉRTÉKEI. 21 
melyekhez, miután x, y, z és x', i/, z' két összetartozó orthogo-
nális értékrendszert képeznek, még a következö azonos egyenlet 
járul 
2 ;) 9 x2+y2+z2 -x' +y'-+z'", (4) 
mely a et e ő hat egyenletbe esik szét : 
(5) 
1 R 1 " · 1_0 fJ1 r1 y + r'!I r2 m2 + /13 r:i n2 -
1  1 1 air1 T ~  m2 +a3ra?if"=O (6) 
1  1  1 a1 fJ1 T + r1.2 fl2 m2 + a~ i:l rif = 0 
és ezek még a et e ő hatot vonják maguk után; 
(7) 
(8) 
12. A (6) alati egyenletrendszerböl világos, ~ .  







13'1 r2 fJs rs 
(/.q, ("1. (/.?, (?, = 0 (9} 
r1."1 fl2 a:i fls 
a (8) alati rendszerböl pedig kitünik, hogy l'2, m'l, n'! csak 
akkor nyernek zérustól l ő értékeket, ha a (8) alati 
egyenletrendszer determinánsa : 
1 a,"" P'!. /3!1 T2 /:1 1 a, r1.;:i r31 fls r1 r:i = o (10} 
a1 a'!. /31 JCJ. r1 r2 
A (9) és (10) alati feltételek azonosak, azonosságuk a 
determinánsok azonosságából  következik, ez pedig tüstént belát-
ható, ha a (9) alati determináns oszbpait rendre a1 {31 ru 
a2 fJ"l r2-, a8 {33 r:i-mal, a (10) alati determináns oszlopait pedig 
al a2 a3-, f31 fl'l fJ:i·, r1 ~ rs-mal elosztjuk, miután ekkor & két 
determináns közös értéke :· 
1 a, fl1 r1 1  1 1 ( 11) 
a1 fl'l ("1. 
1 .-1 1 
(/.?, f!:>. (?. 
Ezek szerint a et e őt mondhatjuk ki : 
<<A kérdéses l, rn, n; l', m', n' álandókat csak akkor va-
gynnk képesek meghatározni, ha az ( 1) alati helyetesítés együt-
hatói a (9 )-vagy a mi ugyanaz a ( 10) alati egyenlet által ki-
~ e ett feltételt kielégítik.' 
13. Az l, m, n; l', m', n' meghatározása czéljából a követ-
e ő jelöléseket vezetjük be; az (1) alati helyetesítés : 
ai 131 r1 
a2 /32 r., ( 12) 
aR fJ:i (?, 
determinánsát Ll-val, abban pedig az ai, /h (i elemeknek együt-
hatóit Ái, Bi, Oi·vel (i=1, 2, 3) jelöljük. 
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Az -l\ , ~ ~ meghatározására a (6) alati egyenletek rn n szolgálnak, a melyekböl, feltéve, hogy a (9) alati feltétel ki van 
elégítve, találjuk ; 
( 1 :1) 





1 01 r =,037t 
1 _ C-t 
m2 -P"?.7, ( 16) 
1 ·e"' - 2 =fia -n r"' 
A l'?., m'l,. n'2 meghatározása pedig a (8) alati egyenletek-
ől történik, feltéve t. i. hogy a 10-alati feltétel [a mely a (9) 
alatival azonos] ki van elégítve: 




l,2 , A:{ l = (i:l 
U.ci 
,2 J l-J3 
m =p3- I jel 
12 I c.;j n =pa-r:ci 
(20) 
14. Miután a (3) alati orthogonál helyetesítés meghatáro-
zásánál, tulajdonképen nem az l, m, n; l', m', n' mennyiségekre 
van szükségünk, hanem azoknak et e ő függvényeire : 
l' m' n' 1- ' -z' -, 
l' rn' n' _ , - , m '171, m 
l' ' m n ' - , n, n n 
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azért tulajdonképeni törekvésünk e kilencz függYény meghatá-
rozására irányul. 




2 , -.;. ' ~ t t a (18) alati elsö egyenletböl és a (14) alati m  n 
e e lete ől helyetesítjük, akkor ered: 
-és innét 
('1('Í .6_ (o.1 A1 + a11 A2 + aa Á:i) = 1 a1 
szintén a (18) alati elsö és (14) alati egyenleteknél fogva: 
vagy ha még p1 pÍ (21) alati értékére vagyunk tekintetel: 
(21) 
(22) 
,2 ,t m'I. 
Ugyanilyen módon határozhatjuk meg ~ , :2, 7' 
n'2 n'2 ,2 t/· , m2 , :2 értékeit, melyeket az elöbbiekkel együt a kö-
·vetkezö táblázatban álítunk össze : 
26 
z,2 i A1 
z2 - L1 11t 
l'2' 1 ÁG) 
m2 = J. 112-, 
z12 l Ás 2 - --;-·- , n t.J 113 
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m'2 1 B1 y-jTi' 
m'2 J B, 
m2 = Lf · {3;' (23)· 
m'2 1 B3 m'! =J· fi:i' 
Majdnem felesleges felemlíteni, hogy ha kinduló pontul az 
(5) alati egyenletek helyet a (7) alati egyenleteket választjuk, 
úgy hasonló módon megint a (2:3) alati képletekre jövünk. 
Ha végre a (3) alati orthogonál helyetesítés együthatóit 
rövidség kedvéért 
al b1 C1 ) 
a'l b'il. C2 a8 b3 c8 
jelöljük akkor a (4) alati orthogonál helyetesítés együthatóinak 
értékei ezek: 
a2 = a ~  b2 = 1:J1.B1 c2 r1 0'1 *) 1 J 1 J 1 - J 
a2 - 112A2 b2 = t32 B~ cci r20'l (24)· L1 ~ J 2 - J 
a2 - l13Á3 bG) 1?sBs e~  rs 01 3 J ' 3= J ' J 
" , 15. Vizsgálataink eredményét egybefoglalva látjuk, hogy az 
( 1) alati helyetesítésböl, levezethetjük a (3) alati orthogonál 
helyetesítést, ha az ( 1) alati substitutió együthatói a (9)-vagy 
a mi ugyanaz a (10)-alati feltételt kielégítik. Ha tehát az 
x =a, x'+ b1 y' + c1 z') y = a2x' + b'!.y' + e2z' z = a3x' + b8y' + C:iZ' 
orthogonális substitutió együthatóinak paraméteres elő ll t t . 
akarjuk nyerni, mindenek előtt oly tet őle e  
':') Minden félreértés kikerülése miat kiemeljük, hogy az a1 • • • • y" álandók három független álandóval aequivalensek. 
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~ = a 1 { + ,.:J 1 71' + r 1 t)' l 
YJ == ~ ~  + ~~ 7/ + r-l rJ' 
0 = a,it + P;i1J1 + r:io' 
hel etesítést  kel keresnünk, melynek substitutió-együthatói,. 
a következö feltételt kielégítik : 
a;ia·i .32}?, ~  
a1a3 11}!1 r1r:i =Ü 
l'-l rl 16. A /}' ~ l mennyiségek  meghatározását ile-· 
tőle  még megjegyezzük, hogy értékeiket, a et e ő e  is. 
l'l. l'2 l'2 találhatjuk. El ő sorban ugyanis -lQ , --,-, ,1 értékeire szorít-- m- n-
kozva azokat a et e ő egyenletekböl határozhatjuk meg; az. 
(5) alati rendszer el ő és (ö) alati rendszer l'2-tel szorzot bar· 
madik és második e e let ől  melyek a et e ő  
l ~ l ~ l'l 
a21 l"-' + ~ - o + a; --1 = 1 -m- ., n·
["'1 l'.! l'.! a1 .11 -z, + a, 1., - ,-+ rio .3., ---= 0 (:2iJ} " --·m" ., · ., n" 
t'.! ti! · zr! 
a l r1 l'.!. + r1a , , m'2 + f1?, r:i -n:?. = 0 
ha ezen egyenletekböl a kérdésben forgó mennyiségeket meg· 
határozzuk, akkor ismét a (22) alati képleteket nyerjük. Ha-
sonló módon nye1;jük azután a többieknek az értékeit is, úgy 
hogy ismét a (23) alati táblázatra jövünk. 
Az iten ő e e  fejtegetet kérdés eldöntése által képesek 
vagyunk a paraméteres elő ll t  egész végtelen soránál a maga 
lényegében egy és ugyanazon eljárást követni; e paraméteres 
elő ll t  közül néhányat a et e ő számokban körülménye-
sebben fogunk kifejteni. 
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A). 
17. A e elő ő fejtegetéseknél fogva, ha az 
x = a1 x' + b1 y' + c1 z' ) y = Cl2X' + b2y' + c2z' z = a3x' + b3y' + c3z' (1) 
-orthogonális helyetesítés együthatóinak paraméteres elő ll t t 
.akarjuk megnyerni, úgy oly 
f = a1 f' + f11 r/ + ri o' ) 
"1 = 0.2 f' + f12 r/ + r2 a' o = urif' + (1,,r/ + ho' (2) 
ferde el ette t ől kel kindulnunk, melynek együthatói a 
et e ő feltételt elégítik ~ 
a2 0.3 f12f-1a r'2 r 3 
'11 '1ri f11 fis ri r3 = o (3) 
a1 a2 fJifl2 ri r2 
Ha tehát a et e ő ferde helyetesítésben : 
f = a" e' + e "11 + b' 01 l 
1i = e' ~  + b" r/ + a 01 a = b' ~  + a' r/ + e" 01 (4) 
·az a", b", e" együthatókat úgy határozzuk meg, hogy reá nézve 












-determináns azon oknál fogva tünjék el, hogy oszlopainak ösz-
.szegét képezve 
AZ ORTH. UB TITUTIÓ EGYÜTTHATÓINAK PARA:UÉTERES ÉRTÉKEI. 29• 
be' + a'b" + ac" = 01 
a"b + a'c + b'c" = ü 
a"c' + b"c +ab' = 0 [ (6) 
akkor ezen három az a", b', e", szerént lineáris e e let ől kö-
vetkezik, hogy : 
a"= bb' cc' -aa' (b'
2 + e'!) 
1 
abc +a' b' e' 
b" = cc' aa' -bb' (c'
2 + a2) (7)-abc +a' b' e' j e" = aa'bb' -cc' (a'2 + b2) abc +a' b' e' 
mely értékeket a (4) alati egyenletekben helyettesítve a tulajdon-
képeni kindulópontunkat e ő ferde helyetesítés a követ-
e ő lesz : 
„ _ .,-
bb' cc' -aa' (b'2 + c'l) , , b + 1 b' 1 ~ + C 1 + b' :' a e a e
cc' aa' -bb' (e' + a2) e' €' + ri' + a (' · abc + a' b' e' ., 
b e'+ , , aa'bb' -cc' (a'2 + b2) ' a 71 + abc + a' b' e' ( 
(8) 
a el ől már most az átmenet a e elelő orthogonális he-
lyetesítésre az el5rebocsátot általános eljárás szerént történik. 
A kérdésben forgó orthogonális substitutió együthatóinak meg-
határozása czéljából, mindenek előtt az A 1 , B1 , 01 , ••. C:i 
azután pedig a L1 determináns értékét kel kiszámítanunk, amint. 
a 14. sz. (24) alati lete ől világosan kitünik. 
Szem előtt tartva, hogy Ll alat a (2) alati ferdehelyetesítés-
nek determinánsát értjük Ai, Bi, Ci alat pedig a L1 - deter-
minánsban az ai , 13i, n elemek együthatóit (i = ""2, 3), úgy 
minden nehézség nélkül találjuk, hogy a (8) alati ferde helyete-
sítésnél: 
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( bb' cc' -aa' (b'2 + e'!)} t a2 b2 + b2 c'2 + e ~ a'2) A1 = (cibc+ ei·-1/c·)2 
B -e {a2b2 + l/lc'2 + c'l. a'2} 
J - abc + a' b· e' 
b' 1 a2 b2 + b2 c'2 + c'l. a'2\ .()- \ 1 1 - abc + a' b' e' -
A -e' {b2 c2 + c2 a·2 + a'2 b'2) 
2 - abc + a' b' e' 
{ cc' aa' -bb' ( c'2 + a2) \ f b2 c2 + c2 a'2 + a'2 b'2} B2 = 1 t (9) (abc + a' b' c')2 
a {b2 c2 + c'l a'2 + a'2 b'2' .C0 = 1 - abc + a' b' e' 
A = b {c2a2 + ·a2b'2 + b'2c'il) 
:i abc + a' b' e' 
a' 1 c2 a2 + a2 b'2 + b'2 c'2\ B - t 1 3 - abc + a' b' e' 
1 aa'bb' -cc' (a'2 + b2) \ ·1 e':!. a2 + a2 b'2 + b'2 c'2' .()-\ 1 1 
;i - (abc + a' b' c')2 
A L/-determináns kiszámításánál le l e  a et e ő 
utat követni: 
A1 B1 01 
L/2 = A2 B2 02 A3 B3 03. 
vagy ha az A1 , B1 , 01 , •••• 03 mennyiségek (9) alati értékeit 
helyetesítjük és a sorok közös t e ő e vagyunk :figyelemmel: 
I a2 b2 + b2 c"1 + c"2 a'!\ 1 b2 c2 + c'l a'2 + t ~ b''l' f c'l n'l. 1 a2 l/'.l + b'2 e""' j'l - \ J \._ 1 \ J - (abc t-a' b' e'? 
bb' cc' -aa' (b'2 + c2) 




cc' aa' -bb' (c'2 + a2) 




aa' bb' -cc' (a'2 + b9.) 
--a-be + a' b' e' 
{ a2 b2 + b'I. c'2 + c'2 a'I.) { b2 c2 + c2 a'2 + a'2 b'2L Lc2 a2 + a2 b'2 + b'2 c'21 • LI - fnbc +a' b' c')3 
és innét: 
L1 = 






~ r:JJ .., ... .., 
d .., ... 0-
t:'J Q ><l o: .., .., 
P:l > .., 
0-z I>-P1 
"d !»-1%1 !»-
~ t_:rj. .., 
sa t:"l 00 
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A  14. sz. (24) alati képleteiben a (9) és (10) alati értékeket 
t ekintetbe  véve, végre találjuk, hogy a (8) alati ferde helyete-
sítésn ek e elelő orthogonál h elyetesítés együthatói a követ-
e ő  
1 bb' cc' -aa' (b'2 + c2 1 ~ a2 = 1 1. _____ , 
1 (b2 c2 + c'l a''! + e ~  b'2) ( 1;2 a.2 + a2 b''l + b'2 /!) 
b'l = _ __ _ c'l ~ e  ci' b' c')2 
1 (b2 c2 + c2 a'2 + a'2 b'2) (c2 a2 + a2 b''! + b'2 c'2) 
b'2 (abc + a' b' c')2 c'l = - - --- ---------
1 (b2 c2 + c'l. a'2 + a'2 b'2) (c2 a2 + a2 b''! + b'2 c'2) 
c'2 (abc + a' b' e' ),i ai= -(c2 a'2 + a'l. b'2 + b'2 c'2) (a2 b2 + b2 c'2 + c'2 a '2) 
l
1cc'aa' -bb' (c'2 + a l~ b2 = ~
2 (c2 a2 + a2 b'2 + b'CJ. c'2) (a2 b2 + b2 c'2 + /31 a '2) (11) 
a2 (abc + a' b' e' )2 c22 = ---------'---'---- - - - - -(c:i a2 + a2 b'2 + b'2 c'2) (a2 b2 + b2 c'2 + c'7 a'2) 
b2 (abc + a' b' c')2 a~ (a2 b2 + b2 c"'J. + c'2 a'2) (b2 c2 + c2 a'2 + a'2 b'2) 
a'2 (abc +a' b' c' )2 ~ ~
3 (a2 b2 + b2 c'2 + e' a'2) (b2 c2 + c2 a'"' + a '2 b'2) 
aa'bb' -cc' (a'2 + b2) e~ = ~ ~~ ---
(a2 b2 + b2 c'2 + c'2 a''l) (b2 c2 + c2 a '2 + a'2 b'2) 
Ezen  képletekben a a' b' e' para:r;nétereket pusztán a nagyobb 
symmétria  kedvéér_t  hagytuk meg. 
BJ 
18. H a a 17. sz. képleteiben elő d l  hat paramétert a szük-
séges és ele e dő paraméterszámra redukáljuk, úgy azt elérjük, 
ha a  nevezet képletekben 
a' = b' =e'= 1 
tes8zük, mely helyetesítés által a 17. sz. (8) alati ferde  h elyet-
t esítése átmegy a et e ő e  
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„ be-a (1 + c2) „, + , + „, 
<; = 1 + abc <; c1 "' 
,., + ac-b (1 + a2) , + ,., 1 = <; 1 + abc Ti e„ 
J> = ~  + , + ab -e (1 +  b2) J>' "' ~ ~ a~ " 
(1) 
az ennek e elelő orthogonális helyetesítés együthatóit a (11) 
alati lete ől nyerjük : 
a'I. = {bc-a(J +c2)}2 
t (1 + c2+b2c2)(1 + a2 + a2c2) 
b'I. = c2 (1 +_a_bc_)2 _ _ 
1 (1 + c2 + b2c2) (1 + a2 + a2c2) 
c'I. = (1 + abc)2 
t (1 + c2 + b2c2) (l + a2 + a2c2) 
'I. _ (1+abc)2 
a2 -(1 + a2 +a2c2)(1 + b2+ a2b2) 
f ac- b (1 + a2) '2 b'I.- \ 1 
2 - (1+a2+a2c2)(1+b2+a2b2) (2) 
'I._ a2(1+abc)2 
c'I. - (l+a2+a2c2)(1+b2+a2b2) 
'I. _ b2(1+ abc)2 
a3 -(1+b2+a2b2)(1+c2+b2c2) 
2 _ (1 + abc)2 b3 -(1 + b2+ a2b2) (1+ c2 + b2c2) 
2 _ {ab-c(l+b2)'2 C3 -(1 + b2 + a2b2) (1 +c2 + b2c2) 
mely képletek az orthogonális substitutió együthatóit, az a, b, e 
paraméterekben, a mint látni irrationális alakban fejezik ki. 




lf. TUD. AK. ~ RT A MATH. TUD KÖR~~BÖL. 1889. XIV. K. 2. SZ. 3 
34 HUNYADY JENŐ . 
a mi azt mutatja, hogy ekkoi· a két orthogonál koordinátarend-
szer egybeesik. Ha tehát a két orthogonál koordináta.rendszer kö-
zül az XY Z-t álJandónak tekintjük a X' Y' Z' rendszert pedig 
lt ta~  akkor a mozgó koordinátarendszer kezdetleges hely-
zete az XYZ-rendszer lesz az ennek e elelő paraméterértékek 
pedig a (3) alati értékek lesznek; ezen oknál fogva a (3) alati 
paraméterértékeket az a, b, e paraméterek kezdetleges értékei-
nek e e e~ . 
0) Euler képleteinek III. rendszere. 
19. Az I. B ) alat levezetet Euler-féle képleteknek III. rend-
szerét, vagy a e elő ő  vagy még kényelmesebben a 17. sz.-ból 
nyerhetjük. 
A 18. sz. (2) alati képletei az orthogonális helyetesítés 
együthatóit, három paraméterben, a 17. sz. (11) alati képletei 
pedig hat paraméterben fejezi ki, s P.edig mind a két  képlet-
csoport irrationális, holot Euler képleteinek III. rendszere a 
kérdéses együthatókat rationálisan f'jezi ki; a 17. sz. (11) alati 
e e lete ől átérhetünk az Euler-féle képletekre, ha azokban 
a et e ő helyetesítéseket teszszük : 




melyek tekintetbe vételével a 17. sz. (11) alati képleteiben elő
forduló kifejezések a et e ő értékeket veszik fel, ha rövidség 
kedvéért: 
;.2/12112+112112+;.2112+;.2112 =M} 
1 +;.2+t12+112 = N 
b2c!i!+c2a'2 +a'2b'2 = 
= c2a2+a2b'2 +b'2/'1 = 
= a2b2+b2c'2 +c'2a'2 = MN 
bb'cc'-aa' (b'2+c!i!)=M (1+J.2-µ2_112) 
cc' aa' -bb' (c'2 +a2) = M ( 1-;.11+µ2-112) 
aa'bb'-cc' (a'!+b2)=M (1-J.2-/./i!+112) 
(2) 
(3) 
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és így 
1+.1.2_,_t2-\12 a1= ----
~ .  
a~  - l 
2().\1-µ) aa=- - , 
b - 2(}./.t_:l) i-N ' 
1-22+p2-\12 
b2=--N
b - 2(µ11+J.) a- N ' 
2{211+1.t) C1= - N - . 
(2pv-},) 
C2= N 
Az orthogonális substitutió együthatóinak e rendszere, meg-
egyezik az I. B J-ben foglalt (12) alati képletekkel. 
D ) Euler képleteinek I. és II. rendszere. 
L 
20. Ha a e elő ő szám (4) alati képleteiben a et e ő 
helyetesítéseket teszszük : 
- tg{-{} J_ ( f - ) l - 1 ( 1 + ) cos 2 cp <p COS2 cp <p 
tg{-8 . J ( f + ) (1) f.l- 1 (!+ ) S1Il2-CJI 'P COS2 cp <p 
11 = tg{-(if'+IO) 
akkor találjuk, hogy: 
sin t8 cos ifi 1 sin t (}cos \0 1i11- ).=- --/:.t\1+11=--- --'---cost8cos2tC1'+1") ' cost8cos2{-(if'+\b) 
sint8sinsf,r Al+ = sin{-8sinifi 
).l-f.t= cost8cos2i(sb+I") ' µ cos{-8cos2{-(sf,r+<p) 
l 1 · / . I o\ J.1:.i-l=- " ·-9 1- _0-21 ( 1- -)_ \smcocoscp + cos<esmcpcosur :ZCOB"2uCOS 2 CJ1+1" ' . 
1 1 • ! -0 + . t\ lp+11= ,.,---9-1-8-2-1-( - ) \smcocoscpcosu cosSi'smcpr ZCUB"2 COS 2 if'+<fJ ' (2) 
. 1 l+l2+t.t2+v2= 21.0 21(/+ ) COS 2uCOS 2 cp SI' 
1 12 2  2 _ cossf,rcosl"-sir.sf,rsinSi' cos(} +1 -µ-\1- _.!.___,__ cos2 t8 cos2 tC sb + cp) 
},2 2  2 cossf,rcoscpcos8-sinsf,rsinSi' 1-' +t.t -\1 = cos2 t8 cos2 te sb +SI') 
cos()-1-J,2-µ2+112= ------cos2 {-8 cos2 te sb+ SI') 
3* 
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mely értékek tekintetbe vételével a e elő ő szám (4) alati kép-
leteiböl Euler képleteinek I. rendszerét nye1jük. (L. I. A)-ban 
a (4) a. e. r.) 
Ha pedig a e elő ő szám (4) alati képleteiben a követ-
e ő helyetesítéseket tesszük : 
). = tg t <p cos a, µ = tg t r.p cos (3, v = tg t <p cos r 
akkor az Euler-féle képleteknek II. rendszerét nyerjük (L, I, A, 
(5) a, e, r,) amint azt már Cayley az idézet hely 121. lapján 
megjegyezte. 
Végre még megjegyezzük, hogy az Euler-féle képleteknek 
I. és II. rendszerét szintén úgy mint azok III. rendszerét a 17. sz. 
( 11) alati e e lete ől  vagy a 18. sz. (2) alati e e lete ől 
vezethetük volna le, de a felesleges számítások kikerülése miat 
czélszerübbnek tartotuk az it követet utat választani. 
D) Monge képletei. 
21. Monge képleteit is egyenesen a 17. sz. (11) alati 
e e lete ől e et et ő  le, de miután e e ől már az Euler-
féle képletek III. rendszerét levezetük czélszerübbnek tartjuk 
ezeket is a 19. sz. (4) alati e e lete ől levezetni. 
A Monge-féle képletekben az orthogonális helyetesítés együt-
hatói a1, b2, c3 által vannak kifejezve; ha tehát a 18. sz. (4) alati egyenletei közül e elő e csak is a diagonális-sorban áló-
kat vesszük tekintetbe, akkor azokból találjuk, hogy 





szem előtt tartva az I. 0 J-ben használt, (8) alati jelölést. Ha 
pedig végre a 18. sz. (4) alati többi egyenleteiben ), µ, 11 értékeit 
helyetesítjük, úgy ismét a Monge-féle képletekhez jutunk 
[L, az I. C)-ben (14) a. jelölést és (I) alati rendszert] a mint 
azt már Rodrigues is észrevete [az i. h. 405. lapján] . 
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E ) Hesse képletei. 
~. Ismét a et e ő ferde e l ette t ől 
f = a1 ( + 131 r/ + lt :' l 
7; = o.,_ ( + J,1 1/ + r2; 
(= a3 f' + .9a 1/ + rat:' 
(1) 
kindulva határozzuk meg a  hozzája tartozó orthogonfilis helyet-
tesítés együthatóit. 
Mindenek elöt az (1) alati helyetesítés együthatóit úgy 
kel választanunk, hogy azok a et e ő feltételt: 
1 
fi. 1 r31 r1 
1 1 1 =Ü 
fl2 fl2 r2 (2) 1 
fl.3 
:,- 1:3 ,13 
kielégítsék. 
Kindulópontunkat a et e ő azonosság képezi : 
).4 - ).1 ).5 - ).1 ).6 - ).1 
).4 - ).2 J.5 - J.~ ).6 - )'2 = 0 (3) 
) •.i. - J.3 J.5 - J.3 ).6 - ;,3 
melynek helyességét könnyen beláthatjuk; ha it még a követ-
e ő jelzést használjuk: 
akkor azt még így is írhatjuk : 
a el ől következik: 
(41) (51) (61) 
(42) (52) (62) = 0 
( 43) (53) (63) 
(4) 
38 .' .HUNYADY JENŐ • 
1 1 1 1 
(51) (61) (46) (61) (41) (51) 1 
1 1 1 l = o (52) (62) (42) (62) (42) (52) (5) 
1 1 1 
(5:i) (63) (43) (63) (43) (53) 
a mely egyenlet el ő tagját a (2) alati egyenlet el ő tagjával 
összehasonlítva, találjuk, hogy: 
a1 = (51) (61), /1 = (41) (61), ri = (41) (51) l 
a2 = (52) (62), }2 = (42) (62), r2 = (42) (52) 
a8 = (53) (63), 1113 = (43) (63), r3 = (43) (53) 
és így a kinduló pontunkat e ő ferdehelyetesítés ez: 
~ = (51) (61) t + (41) (61) r/ + (41) (51) (' l 
YJ = (52) (62) t + (42) (62) YJ1 + (42) (52) (' 
é; = (53) (63) f' + ( 43) (63) r/ + ( 43) (53) (' 
(6) 
(7) 
23. Az ezen helyetesítéshez tartozó orthogonális substitutió 
együthatqit a 14. sz. (24) alati képletei szerént határozzuk meg, 
mely czélból a (7) alati rendszer determinánsát és abban az 
elemeknek az együthatóit kel kiszámítanunk, a mi pedig ez 
utóbbiak értékeit ileti, úgy a (fi) alati t e ől könnyen 
találjuk, hogy 
A_ ,(ig r2·1- 1(42)(62) (42)(52)1-(4VJ)(4") J.6-J.2 J.5-J.2 J.2 1- /13 r3 -(43)(63) (4·3)(53) - "' ·u J.6-J.3 J.5-},3 J.3 -0 0 1 
= (42) (43) },6 },5 ),2 . · 10 0. J.2-J.3 
J.6 },5 J.3 = (42) (43) ),6 J.5 },3 
1  1  1 11 1  1 
= - (42) (43) (23) (56), 
ugyanígy találjuk B1, 01, sat. értékeit, úgy hogy: · 
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A1 = - (42)(43) (23)(56), B1 =-(52)(53) (23) (64), 
01 = - (62)(63) (23)(45) 
A,i=-(41 )(4H) (31)(56), B2= - (51)(53) (31)(64-), (8) 0 2=-(61)(63) (31)(45) 
Á3=-(41)(42) (12)(56), B3= - (51)(52) (12)(64), 
03=- (61)(62) (12)(45) 
A L1 determináns kiszámítása pedig le e e e  így 
történik: 
A1 B1 01 
L12= A'l Bci 0'1 
A3 B3 Oa 
1-(42)(43) (23)(56) - (52)(53) (23)(64) - (62)(63) (23)(4.:i) 
= -(1-1)(4·3) (31)(56) -(51)(53) (31)(64) - (61)(63) (31)(4·5) 
- (41)(42) ~  - (51)(52) (12)(64-) - (61)(62) (12)(45) 
= - (23) (31) (12) (56) (64) (45) (42) (43) (52) (53) (62) (63) 
(il) (43) (51) (53) (61) (63) 1 
(41) (42) (51) (52) (61) (62) 
L.12 = - (23) (31) (12) (56) (64) (45). 1  1  1 
. (41) (42) (43). (41) (51) (61) 
. (51) (52) (53). 1.  1  1 
. (61) (62) (63). (42) (52) (62) 
1  1  1 
(43) ~  (63) 
(51) (61) (41) (61) (41) (51) 
= - (23) (31) (12) (56) (64) (45). (52) (62) (42) (62) (42) (52)1 
(53) (63) (43) (63) (43) (63) 
= -(23) (31) (12) (56) (64) (45). L1 
tehát: 
LÍ = - (23) ·(31) (12) (56) (64) ( 45) (9) 
Ha végre a 14. sz. (24) alati képleteiben a1, •••• rs; 
Áp .. 03 és L1 értékeit a (6), - lletőle  (8) - lletőle  
(9)-alati e e lete ől helyetesítjük, akkor ismét az I. D )-ben 
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kifejtet (19) alati Hesse-féle képletekre jövünk, a melyekben ha 
tesszük, találjuk hogy : 
a1 = 1 b1 = 0, C1 = 0 
a~  0 b2 = 1, c2 = 0 a3 = 0 b3 = 0, c3 = 1 
(10) 
a mi azt mondja ki, hogy ha a ),-k közöt a (10) alati felté-
telek álanak, akkor a két orthogonális koordinátarendszer teljesen 
összeesik. 
F) 
24. Ha a 17. sz. (4) alati helyetesítés együthatóiból képezet 







azon oknál fogva t  el, hogy sorainak összegét képezve: 
b e' + a" b + a" e' = 0 ) 
a' b" + a' e + b" e = 0 
a e" + b' e" + a b' = 0 
mely e e lete ől következik: 
„ be' a = - b +e' 
b" =  _ ca' c+a' „ ab' e =-a+b' 
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,. b e' e:' + e , + b' „, 
r; = - b + e' " TJ ., 
r; = 
;--.,-
ea' , ~ e ~  +a r· e+ a' TJ ., 
b ,., + a' , a b' ;-1 r; r; -a+ b'., 
Ha rövidség kedvéért: 
aa' + ae + a' b' = A ) 
bb' + ab + b' e' = B 
ee' + be + a' e' = c 
akkor az elő  el ette t ől a et e ő et találjuk : 
-aa'A 
A1 = (c+a') (a+b') ' 
b' A A2= a+b', 
aH B1 =a+ b' 
-bb' B Bi = (b+c') (a+b') ' 
e' B 
a'C C1- --e+a' a_ bC 




3- e+ a' Bs = b +e', 
e_ -cc'O 
3 - (b+e') (c+a') 
továbbá: 
J = a1 A1 + a'l A2 + a3 A3 
be' aa' A b' A cA 
- b+e' · (e+a') (a+b') +e', a+b' + b, c+a' 
- (b+c') (e:a') (a+b') {aa' be' +b' e (b+e') (c+a') + +b e (b+c') (a+b') ) 
ABC 
(b+c') (c+a') (a+b') 
úgy hogy L1 értéke ez : 
.J = ABC (b+c') (c+a') (a+b') (7) 
Végre a (6) és (7) alati értékek tekintetbe vételével a ( 4) alati 
helyetesítéshez tartozó orthogonál helyetesítés együthatói a 
et e ő  : 
Jtf. TUD. A.K. ÉRT. A. MATH. TUD. KÖRÉBŐL. 1889. XIV. K, 2. SZ. 4 
(6) 
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aa' be' ai= BC- , bi = e~ ~ e a  
" a' b' (b+e') (a+b') Cí = ~B
a'!-b' e' (b+e') (e+a') b"l-bb' ea' '!- BC ' '! AC ' 
e2 - ab (e+a') (a+b') AB 
a'!- be (b+e') (a+b') b2= e' a' (e+a') (a+b') 3 BC ' a AC 
e2 = ee' ab' ~ AB 
G) 
25. Ha végre az elő  szám (4) alati ferde helyetesítésé-
ben elő d l  paraméterek számát a szükséges paraméterszámra 
redukáljuk, mit úgy érhetünk el, hogy a  nevezet helyetesí-
tésekben 
a'= b' =e'= 1 
tesszük, akkor az utóbbi a et e ő e megy át: 
„ b ·+ <;: =----f 1+b; e'fj' + 
;-_ .,-
e ----r/ +  + a:' 1+e 
+ , a „, r;-1+a., 
(1) 
(2) 
az ezen ferde helyetesítéshez tartozó orthogonális substitutió 
együthatói pedig a megelözö szám (8) alati képleteinél fogva 
ezek lesznek : 
(8) 
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a~  
a hol: 
(1 +b) (1 + e) BO 
be (1 +a) (1 + b) BO 
ea (l+b) (1+e) 
AO 
e2 _ (1 +a) (1 +b) 
1- AB 
b2 _ be 'i!- AO' 
'i! _ ab (1 +e) (l+a) e2- AB 
b'i! _ (1 +e) (1 +a) ' 3- AO ' 
ea e2-3-AB 
A = 1 +a+ ae) B = 1 + b +ab 
e = 1 +e+ be 





miután az a, b, e paraméterek ezen értékénél az orthogonális 
substitutió együthatói a et e ő értékeket nyerik : 
a1 = 0, b1 = 0, e1 = 0 ) 
a2 = 0, b = 1, e2 = 0 a3 = 0, b3 = 0, e3 = 1 
amint az a (3) alati lete ől világos. 
(6) 
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elméletéhez. 10 kr. - XXIII. Silberstein Salamon. Vonalgeometriai tanul-
mányok 20 kr. - XXIV. Hnnyady János. A Steiner-féle kritériumról a kúp-
szeletek elméletében. 10 kr. - XXV. Hunyady Je ő. A pontokból vagy érin-
tő ől és a conjugált ől meghatározot kúpszelet nemének eldön-
tésére szolgáló kritériumok. 10 kr. 
Nyolczadik kötet. 
I. szám. AstropLysikai megfigyelések az ó-gyalai csilagvizsgálón 1880-
ban. Konkoly Miklóstól. Egy tábla rajzzal. - II. szám. Adatok Jupiter physi-
kájához az 1880-ik ől. Egy függelékkel. Konkoly Miklóstól. - III. szám. 
A Bólyai-féle algoritlunus. Dr. Fa1·kas Gyulától. - IV. szám. Napfoltok 
megfigyelése 1880-ban, és 1382 napfolt micrometricus mérébe. Konkoly 
Miklóstol. Két tábla rajzzal. - V. szám. Hulócsilagok megfigyelése 1880-ban 
a magyar korona területén. V-ik rész. Konkoly Miklóstól. - VI. szám. Csil-
lagászati megfigyelések az ó-gyalai csilagvizsgálón. Konkoly Miklóstól. -
VII. szám. 102 ll ~ lla  kisugárzási pont, levezetve 518 e el ől  
melyek a magyar korona területén 1879. és 1880-ban tétetek. Konkoly Mik-
lóstól. - VIII. szám. Új vilátnzáró vagy t l  normálórán, és a 
Jürgenssan-féle óraszerkezet. Konkoly Miklóstól. Egy képtáblával. - IX. szám. 
Adatok Jupiter forgási elemeihez. Dr. Kobold Ármintól. - X. szám. A Ha-
milton-féle rnndszerek és az el ő e d  partialis differentiálegyenletek általános 
elmélete. Székfoglaló értekezés. König Gytlától. - XI. szám. A hadtudomány 
viszonya. a többi tudományokhoz. Kápolnai Pauer Istvántól. Székfoglaló érte-
kezés. - XII. szám. Egy negyedi·endü el let ől. Hunyady Je őtől. 
Kilenczedik kötet. 
I. szám. Astrophisikai megfigyelések az ó-gyalai csilagvizsgálón. (Há-
rom táblával.) Konkoly Miklóstól. - II. szám. Az ó-gyalai csilagvizsgáló 
földrajzi szélessége. Dr. Lakits e e től. - III. szám.  A herényi astrophy-
sikai observatorium leirása, és az abban tet megfigyelések 1881-ben. (Egy 
táblával.) Gothard Je őtől. - IV. szám. Na11foltok és a nap felületének meg-
figyelése 1881-ben. Konkoly Miklóstól. - V. szám. Csilagászati megfigyelések 
az ó-gyalai csilagvizsgálón. Konkoly Miklóstól. - VI. szám. Hulócsilagok 
megfigyelése )881-ben. Konkoly Miklóstól. - VII. szám. Adatok Jupiter és 
Mars physikájához, az 1881. évi e el e ől. (III. rész. Három táblával.) 
Konkoly Miklóstól. - VIII. szám. Az üstökösök vegytani alkotása. Konkoly 
Miklóstól. - IX. szám. Az 1871-1880. években, Magyarországban megfigyelt 
hulócsilagok pályaelemei. K e.~l et  Radótól. - X. szám. Néhány deter-
e e let ől. Hunyady Je őtől. - XI. Perspectiv el et  alakzatok-
ról Dr. Klug Lipótól. - XII. szám. Az elhajlott fény intenzitásának vizsgá-
lata. (A msi.th. és természetuJományi álar:dó bizotság segéhezésével készült 
dolgozat. Tizenkét ábrával a szöveg közöt.) Dr. Fröhlich Izortól. - XIII. 
szám. Az algebrai egyenletek elméletéhez. König Gyulától. 
Tizedik kötet. 
I. A nap felületének megfigyelése 1882-ben. Konkoly Miklóstól. -
II. Astrophysikai megfigyelések 1882-ben. a) A Wels-üstökös szinképe. b) A szep-
temberi nagy üstökös szinképe. e) 9 l\1eteol" szinképe. dj 115 álócsilag spec-
truma. e) Coloremetricus megfigyelések. Konkoly Miklóstól. - III. Huló-
csilagok megfigyelése a magyar korona területén. 1882. Konkoly Miklóstól. -
IV. Egy uj reversio-spectroscop s annak használata. (Egy táblával.) Konkoly 
Miklóstól. - V. Az ó-gyalai csilagvizsgálón eszközölt csilagászati megfigye-
lések eredménye. 1882. Konlwly Miklóstól. - VI. Néhány szó az üstökösök 
vegytani alkotásáról, összehasonlítva a meteoritekkel. Konkoly Miklóstól. -
VII. Egy uj szerkezetü spectroscop. (Egy táblával.) Konkoly Miklóstól. -
VIII. Astrophysikai megfigyelések a herényi observatoriumon, 1882. (Egy 
táblával.) Gothard Je őtől. - lX. Adatok Jupiter és Mars bolygók physiká-
jához. (Három táblával.) Gothard Sándortól. - X. Egy uj spectroscop. (Egy 
táblarajzzal.) Gothard Je őtől. - XI. Astrophysikai megfigyelések 1883. (Egy 
táblával.) I. rész. a) y Cassiopejae spectruma. b) ex Ursae minoris spectruma. 
l) A Swift üstökös spectruma. d) A Brooks üstökös spectruma. e) Colori-
metricus megfigyelése 65 álócsilagnak. Konkoly Miklóstól. 
Tizenegyedik kötet. 
I. Astrophysikai megfigyelések 1883-ban, az ó-gyalai csilagdán. (II-ik 
rész, 3 tábla.) Konkoly Miklóstól. - II. A nap felületének megfigyelése 
1883-ban, az ó-gyalai csilagdán. Konkoly Miklóstól. - III. Hulócsilagok 
megfigyelése a magyar korona területén 1883-ban. Konkoly Miklóstól. -
IV. 615 álócsilag spectruma. A déli öv átkutatásának I. része. Konkoly 
Miklóstól. - V. Megfigyelések a herényi astrophysikai observatoriumon 1883-ban. 
(Két táblával.) Gothard Je őtől. - VI. A Pons-Brooks üstökös spectroscopicus 
megfigyelése a herényi astrophysikai e at ~ . (Két táblával.) Gothard 
Je őtől. - VII. Csilagászati megfigyelések az ó-gyalai csilagdán 1883-ban. 
Konkoly Miklóstól. - VIII. Előle e  vizsgálatok néhány szénhydrogén-gáz 
spectmmán, spectroscoppal és spectralphotometerrel. (3 táblával s  2 fametszet-
tel.) Konkoly Miklóstól. - IX. Adatok Bolyai Farkas életrajzfüoz. Szily 
Kálmántól. - X. A herényi astrophysikai observatorium sarkmagasságának 
meghatározása. Gothard Je őtől. 
Tizenkettedik kötet. 
I. .A napfoltok és a nap felületének megfigyelése az ó-gyalai csilag-
vizsgálón 1884-ben. (1 fametszetel.) Konkoly Miklóstól. - II. Astrophysikai 
megfigyelések az ó-gyalai csilagvizsgálón 1884-ben. (4 fametszetel.) Konkoly 
Miklóstól. - III. Az 1884. évi megfigyelések a herényi astrophysikai obser-
vatoriumon. (2 ábra és 3 táblával.) Gothard Je őtől. - IV. Huló-csilagok 
megfigyelése a m. korona területén 1884-ben. 26 radiatio pontal. Konkoly 
Miklóstól. - V. 615 álócsilag spectrurna. Konkoly Miklóstól. - VI. A nap-
foltok gyakoriassága 1872-töl 1884 végéig. (2 ő at  táblával.) Konkoly 
Miklóstól. - VII. Adatok Jupiter physikájához. (2 táblával.) Konkoly Mik-
lóstól. - VIII. Tanulmányok az égite·stek photographálá;a terén. (1 táblával.) 
Gothard Je őtől. - IX. A Haynald-observatoriumban 1880-1884-ben meg-
figyelt napfoltok. Hüninger Adolftól. - X. Az 1873. VII. sz. Coggia-Winnecke-
féle. üstökös pályaszámitása, Schulhof Lipótól. - XI. A folytonos spectrumok 
elmélete. Kövesligethi Radótól. 
Tizenharmadik )lötet. 
I. A földnehézség meghatározása Budapesten 1885-ben (4- táblával). 
Gr·uber Lajostól. - II. Huló csilagok megfigyelése a magyar koron.a területén 
1885-ben. Konkoly Miklóstól.-III. 855 álócsilag spectruma. Konkoly Miklóstól. 
Tizennegyedik kötet. 
I. A dinamika alapegyenleteinek ele t ől. König Gyulától. 
FRANKLIN·TARSULH NYOMDÁJA. 
